МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ ВОЕННО-ТРАНСПОРТНОГО САМОЛЕТА ПРИ ДЕСАНТИРОВАНИИ МОНОГРУЗА by A. Kuznetsov D. & А. Кузнецов Д.
Научный Вестник МГТУ ГА Том 19, № 06, 2016 
Сivil Aviation High TECHNOLOGIES Vol. 19, No. 06, 2016 
 
УДК 004.94:623.746.5 
 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ 
ВОЕННО-ТРАНСПОРТНОГО САМОЛЕТА 
ПРИ ДЕСАНТИРОВАНИИ МОНОГРУЗА 
 
А.Д. КУЗНЕЦОВ1 
1Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 
имени профессора Н.Е. Жуковского и Ю.А. Гагарина», г. Воронеж, Россия 
 
При десантировании тяжелых моногрузов ухудшается управляемость военно-транспортного самолета. Для 
решения этой проблемы применяется специальная методика пилотирования с упреждением, разрабатываются 
средства автоматизации. Для предварительной проработки методики пилотирования и для синтеза алгоритма ав-
томатического управления необходимо иметь достоверную математическую модель динамики самолета при десан-
тировании моногруза. Такая модель должна учитывать значительное изменение положения центра масс и тензора 
инерции самолета. В этой связи при использовании упрощенных моделей движения центра масс и вращения во-
круг центра масс самолета не учитываются инерционные силы и моменты от перемещающегося моногруза, дей-
ствующие на него, что не позволяет получать достоверные результаты при моделировании. В статье представлено 
описание математической модели движения военно-транспортного самолета при десантировании моногруза как 
сложной материальной системы твердых тел с подробным описанием свойств ее компонентов. Представлены 
уравнения движения самолета как системы несущего (самолет без моногруза) и носимого (перемещающегося мо-
ногруза) тел с учетом изменения тензора инерции. Учитывается функционирование силовой установки, рулевых 
приводов, системы управления самолета, вытяжного парашюта, датчиков первичной информации. Применяется 
форма записи уравнений движения системы тел в проекциях на оси связанной с самолетом системы координат. 
Такой подход учитывает изменения тензора инерции и положения главных центральных осей инерции в процессе 
десантирования моногруза. Это позволяет достоверно моделировать состояние самолета при любых значениях 
скорости тангажа, нормальной перегрузки, а также массах моногрузов и вариантах их размещения, что подтвер-
ждается высокой сходимостью результатов моделирования с данными летных испытаний. 
 
Ключевые слова: математическая модель, динамика полета, десантирование, моногруз, военно-
транспортный самолет, динамическая система. 
 
ВВЕДЕНИЕ 
 
Десантирование боевой техники большой массы, особенно из переднего положения в 
грузовой кабине, в связи с резким и значительным изменением центровки ухудшает управляе-
мость военно-транспортного самолета (ВТС) [1]. Решением этой проблемы является примене-
ние специальной методики пилотирования с упреждением, а также средств автоматизации 
управления ВТС [2, 3]. Однако как для предварительной проработки методики пилотирования, 
так и для синтеза алгоритма автоматического управления, необходима достоверная математи-
ческая модель динамики ВТС при десантировании, учитывающая ряд характерных особенно-
стей [4]. Во-первых, современные образцы боевой техники (далее – моногрузы) обладают отно-
сительной массой, составляющей более 7 % массы ВТС. Во-вторых, их относительное движе-
ние по грузовой кабине ВТС скоротечно (происходит за 1–2 с) и приводит к заметному измене-
нию положения центра масс и тензора инерции ВТС. В этой связи при использовании упро-
щенных моделей движения центра масс и вращения вокруг центра масс ВТС [5] не учитывают-
ся инерционные силы и моменты от перемещающегося моногруза, действующие на ВТС, что не 
позволяет получать достоверные результаты. Кроме того, до настоящего времени эта задача 
решалась в узком диапазоне изменения кинематических параметров движения, однако при де-
сантировании тяжелых моногрузов угол атаки, нормальная перегрузка, угол тангажа, скорость 
тангажа могут изменяться в широких пределах. Таким образом, цель исследования заключается 
в создании модели движения сложной динамической системы «ВТС – моногруз» с подробным 
описанием свойств ее компонентов в широком диапазоне изменения кинематических парамет-
ров движения. 
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МЕТОДЫ И МЕТОДОЛОГИЯ ИССЛЕДОВАНИЯ 
 
Моделируется движение ВТС типа Ил-76МД при парашютном десантировании. Моно-
груз перемещается под воздействием вытяжного парашюта. Модель движения ВТС включает в 
себя следующие элементы: 
– уравнения движения ВТС как системы несущего (ВТС без моногруза) и носимого (пе-
ремещающегося моногруза) тел с учетом изменения тензора инерции; 
– силы и моменты от силовой установки; 
– банк данных для расчета аэродинамических сил и моментов; 
– уравнения, описывающие функционирование рулевых приводов; 
– уравнения, описывающие функционирование системы управления; 
– уравнения, описывающие функционирование вытяжного парашюта [6]; 
– уравнения, описывающие функционирование датчиков первичной информации. 
Применяется форма записи уравнений движения системы тел в проекциях на оси связанной 
с несущим телом системы координат [7]. 
Уравнения движения системы 
«ВТС – моногруз» записаны в проекциях 
на оси связанной с центром масс самолета 
без груза системы координат (рис. 1). 
Преимущества такого выбора следующие:  
– составляющие тензора инерции 
несущего тела (самолета без моногруза) в 
связанной системе координат остаются 
неизменными [7]; 
– силы и моменты от силовой 
установки и аэродинамические силы за-
даются в неизменной связанной системе 
координат и не требуют пересчета; 
– имеют место наглядность пред-
ставления движения носимого тела и 
возможность оценки влияния этого тела на динамику системы в целом; 
– нет необходимости пересчитывать показания датчиков скоростей и ускорений, которые 
жестко закреплены в конструкции планера самолета. 
Вывод уравнений движения в выбранной форме состоит в следующем [8]. Для произ-
вольной материальной точки массой mj материальной системы «ВТС – моногруз» (рис. 1) отно-
сительно нормальной земной системы координат O0xgygzg, являющейся инерциальной систе-
мой отсчета [9], справедливы второй закон Ньютона и теорема об изменении момента количе-
ства движения: 
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где jR
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 – радиус-вектор материальной точки j; ejF
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 – соответственно, векторы внешних и 
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 – соответственно, векторы моментов внешних и внутренних 
сил. Система координат Oxyz (рис. 1) является неинерциальной (подвижной), движется со ско-
ростью V

 и вращается с угловой скоростью ω

 относительно неподвижной O0xgygzg системы 
 
Рис. 1. Системы координат 
Fig. 1. Coordinate Systems 
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координат. С учетом правила дифференцирования векторов уравнение (1) в подвижной системе 
координат будет иметь вид 
 
 [ ] ejijjjj2j
2
j FF=r××+r×t
+
t
r
×2+
t
r
+V×+
t
Vm






+








ωω
∂
ω∂
∂
∂
ω
∂
∂
ω
∂
∂ . (3) 
 
Для получения уравнения поступательного движения материальной системы необходи-
мо суммировать выражения (3) по всем точкам j: 
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где mΣ – суммарная масса самолета и груза; ц.м.r

 – радиус-вектор центра масс системы; eF

 – 
главный вектор внешних сил, действующих на систему. Здесь учтено, что для всех материаль-
ных точек самолета в связанной системе координат 
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а сумма внутренних сил: 
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Проводя аналогичные преобразования с уравнением (1), получим 
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где (I) – тензор инерции материальной системы; )F(M e

– вектор главного момента внешних сил. 
Для решения уравнений (4) и (8) необходимо добавить уравнение, описывающее пере-
мещение груза по фюзеляжу самолета. Получаем его аналогично: 
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где eгрF

, iгрF

 – соответственно, векторы внешних и внутренних сил, действующих на груз. 
Для получения численных результатов необходимо уравнения (4), (8), (9) спроецировать 
на оси связанной системы координат, принимая следующие допущения: 
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1) рассматривается изолированное продольное движение ВТС; 
2) центр масс груза движется вдоль продольной оси Ох, следовательно yгр = zгр = 0; 
3) считаем ВТС абсолютно жестким телом, поэтому тензор инерции пустого самолета 
принимаем неизменным. 
В таком случае выражение для тензора инерции материальной системы будет иметь сле-
дующий вид: 
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где Ix, Iy, Iz – осевые моменты инерции ВТС без груза относительно связанной системы коор-
динат, Ixy, Iyx – центробежные моменты инерции. 
Таким образом, система дифференциальных уравнений движения материальной системы 
«ВТС – моногруз» в проекции на оси Oxyz имеет следующий вид: 
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где MRz – составляющая результирующего момента относительно оси Oz связанной системы 
координат. 
Отличие модели движения сложной динамической системы «ВТС – моногруз» состоит в 
наличии дополнительных членов (выделены полужирным шрифтом) в (11), содержащих массо-
вые и инерционные характеристики движущегося моногруза. 
Проекции сил и главного момента в правых частях уравнений системы (11) определяют-
ся следующим образом (рис. 2): 
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где Рдв – сила тяги двигателей; X – продольная сила; Y – нормальная сила; f – коэффициент 
трения при движении сбрасываемого груза внутри фюзеляжа; Nгр – сила реакции пола грузовой 
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кабины; Mz – аэродинамический момент тангажа; Pn – сила сопротивления вытяжного пара-
шюта, yn – координата ее точки приложения. 
Сила Pn определяется с учетом скорости движения груза по фюзеляжу: 
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где 
пx
c  – коэффициент сопротивления вытяжного парашюта; ρH – плотность воздуха; Sn – 
площадь купола вытяжного парашюта. 
Аэродинамические силы и моменты вычисляются на основании банка аэродинамических 
характеристик самолета Ил-76МД. Пересчет из полусвязанной системы координат, используе-
мой в банке, в связанную осуществляется согласно [9]. Учитывая, что при сбрасывании груза 
значительно изменяется центровка ВТС, введена коррекция коэффициентов эффективности ру-
ля высоты Вzm
δ  и стабилизатора φzm  в зависимости от центровки Тх  [10] с помощью коэффици-
ента снижения эффективности kц.т. = )x(f т . Данная зависимость изображена на рис. 3. 
 
Для численного интегрирования система дифференциальных уравнений (11) преобразу-
ется к форме Коши и используется численный метод Рунге – Кутта 4-го порядка с фиксирован-
ным шагом интегрирования и удовлетворением наперед заданной точности. Вычисления вы-
полняются в среде MATLAB 7.11.0 c компонентом Simulink R14. Программа имеет блочную 
структуру и построена с использованием принципа открытой архитектуры, что делает ее гибкой 
с точки зрения внесения изменений в алгоритмы ее функционирования для решения дополни-
тельных задач и расширения исследовательских возможностей. 
 
ОБСУЖДЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 
 
Моделирование десантирования моногруза проводилось при следующих условиях: 
– десантирование одиночное; 
– приборная скорость полета Vпр = 390 км/ч; 
– высота полета Н = 1700 м; 
– масса самолета без груза на момент десантирования m = 120000 кг; 
– масса десантируемого груза mгр = 16100 кг; 
  
Рис. 2. Схема сил 
Fig. 2. The forces system 
Рис. 3. Зависимость kц.т. = )x(f т  
Fig. 3. Function kц.т. = )x(f т  
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– начальное положение груза – гнездо № 6 монорельса в грузовой кабине; 
– механизация крыла в положении δз/δпр = 15°/14°. 
Сравнивались значения угла тангажа и нормальной перегрузки, получаемые при моде-
лировании с использованием упрощенной и полной моделей, с данными летных испытаний при 
одинаковом отклонении руля высоты (использована методика пилотирования с упреждением). 
Страгивание моногруза происходило в момент времени t = 10 c, его отделение от самолета – 
при t = 12,5 c. 
Результаты сравнения представлены на рис. 4. Цифрами обозначено: 1 – упрощенная мо-
дель, 2 – полная модель "ВТС-моногруз", как сложной динамической системы, 3 – данные лет-
ных испытаний. 
 
 
Рис. 4. Изменение угла тангажа (слева) и нормальной перегрузки (справа) 
Fig. 4. The variation of angle of pitch (left) and of normal load faktor (right)  
 
Очевидно, что полная модель «ВТС – моногруз» как сложной динамической системы 
позволяет наиболее достоверно моделировать изменение параметров полета при десантирова-
нии моногруза [11]. 
 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Получена математическая модель динамики военно-транспортного самолета с системой 
управления при десантировании моногрузов, описывающая состояние системы «ВТС – моно-
груз», как материальной системы твердых тел. Модель учитывает существенное влияние сил и 
моментов, вызванных движением моногруза, на динамику военно-транспортного самолета. Это 
позволяет достоверно оценивать состояние самолета в процессе моделирования при любых зна-
чениях скорости тангажа, нормальной перегрузки, а также массах моногрузов и вариантах их 
размещения, что подтверждается высокой сходимостью результатов моделирования с данными 
летных испытаний. 
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ABSTRACT 
 
The controllability of military transport aircraft deteriorates at heavy single piece landing. To solve this problem 
and a specific methodology for pilotage of the pre-emption, and automation tools are being developed. Preliminary study of 
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pilotage technique and authomatic control algorythm demand a reliable mathematical model of aircraft dynamics at cargo 
item drop. Such model should take into account significant change in the position of the aircraft center of mass and aircraft 
inertia tensor. Simplified models were based on modeling the movement of the center of mass and rotation around the cen-
ter of mass of the aircraft. Such models do not take into account the inertial forces and moments of moving a cargo item. 
This circumstance does not allow to obtain reliable results in the simulation. The article presents the description of the 
complete mathematical model of the movement of military transport aircraft in landing of a cargo item. Examines the com-
plex material system of solids and a detailed description of the properties of its components. The equations of motion of the 
aircraft as a system carrier (aircraft without a cargo item) and wear (of moving a cargo item) bodies to reflect the changes 
in the inertia tensor. The functioning of the power plant, steering actuators, flight control system, an exhaust chute, the sen-
sors of the primary information are taken into account. The equations of motion for systems of bodies projected on the air-
craft reference plane are being recorded. This approach takes into account changes of the inertia tensor and the position of 
the main central axes of inertia in the process of landing of a cargo item. It allows us to simulate the condition of the air-
craft at all speeds of the pitch, normal overload, and masses of single piece and placement, as evidenced by the high con-
vergence of modeling results with data from flight tests. 
 
Key words: mathematical model, flight dynamics, landing, cargo item, military transport plane, dynamic system. 
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